Tema 6

Problemas

Alfonso V. Ramallo

[1] Un oscilador armonico simple unidimensional esta inicialmente en ¢t = 0 en el estado:

=N i c"|n)
n=0

siendo ¢ y N constantes complejas y |n) es el n-esimo autoestado de la energia del oscilador.
a) Obtenganse los posibles valores del parametro ¢ y de la constante de normalizacion N.

b) Obtengase el estado |¢)(t)) para el instante de tiempo ¢ > 0 y el valor medio de la energia en
dicho estado.

c¢) Calculese la probabilidad de encontrar el sistema en ¢ > 0 en el mismo estado en el que se
encontraba en t = 0.

Solucion

(a) Impongamos la condicion de normalizacion. Puesto que:

=N ") = (@O0 =N"> () "|m).
entonces:
(W(0)[(0)) = [N]2 > ()" e (mln) = \NPZI "

donde hemos utilizado que los {|n)} son una base ortonormal y, por consiguiente, se
verifica que (m|n) = 0my,. La suma anterior es una suma geometrica en potencias
de |c‘ Esta serie se puede sumar, es decir es convergente, si:

‘c|<1

En ese caso: ]
|NJ?

(W(0)|¥(0)) = 1——}0‘2 =




Entonces, tomando la constante de normalizacion N real, obtenemos:

N =4/1 - |C}2 (Je| < 1)

(b) El estado inicial es:

=1/1— |C}2 Z " In) , (|c‘ <1

Para obtener el estado a t > 0 hagamos la substitucion:
|ny — e %E"t]n) )

Teniendo en cuenta que para el oscilador armonico E,, = hw (n+ %) y, por consigu-
iente:

e~ hBnt _ %t —inwt 7

entonces ‘ '
n(t)) = e T ™ n) .

En consecuencia el vector de estado para t > 0 es:

oo
2 W —
1—“6 2t§:6znwt nln

n=0

Calculemos el valor medio de la energia:

o0
|C‘26 L Z eTinwt n )lHlTL)

n=0

Teniendo en cuenta que H|n) = E, |n), obtenemos:

() Hln) = heo (n+ 5) (WOl)

y por lo tanto:

Calculemos ahora (¢ (t)|n):

(W(t)n)y = /1 = |c st Z et ()™ (min) = /1 — ‘C|262 Letn@t (¢)",



y, entonces:
(H) = hw (1 — |c|2> > (n+ %) e[ (0.1)

Para cualquier x € C tal que |z| < 1, calculemos la suma:

nzzonac” = x%[z l’n} = $%<1ix> = 1 _xa;)2 . (0.2)

n=0

Tomando z = |c|?, obtenemos la suma que necesitamos para calcular ( H ):

S nler = L
— 2)\2
= 1P)

Usando tambien que:
}:IW—- :
ICI2

podemos calcular ( H ):

: 11 e 1
(H) = e |d>[u_pm2+21—¢P “&—¢P+2

Simplificando, obtenemos:

_ hw 1+ |cf?
2 1|2

(c) La amplitud de que el sistema vuelva al estado inicial despues de un tiempo ¢ es:

o0

WO() = (L=cP) Y e e ()" (mln) =

m,n=0

(1 _ C| Z |C|2n —inwt
Usando que:
- 1
o _—inwt _
;} ‘C| neminwt _ — ‘C‘2€_iwt ’

llegamos a:
—lwy 1— e
2 e S

1 — |C‘2€—iwt '

(W(O)(t)) =



La probabilidad buscada es:
: (L= JeP)°

o (1 — el efiwt) (1 — |¢)? eiwt) '

P(t) = | wO)l()

Calculemos el denominador de esta expresion:

(1 _ ’C|26—z‘wt) (1 _ ’C|26iwt) -1 — |C|2€z’wt _ |c|2€—iwt 4 |c|4 —
2 4 212 2 pwi
=1 — 2]c|cos(wt) + |c|* = (1 —|c|]?)® + 4]c|*sen -

donde hemos utilizado la formula del coseno del angulo doble (cosz = 1 —2sen?%).
Entonces P(t) puede escribirse como:

1

4]cl? Qwt
1+ (—je)z SeN =5

P(t) =

[2] Un oscilador armonico simple unidimensional de frecuencia w se encuentra en el instante

inicial t = 0 en el estado:
) +

[4(0)) )

_ Ly 2
V5 V5

siendo |n) el autoestado del hamiltoniano con autovalor E, = hw(n + 3).

a) Obtenganse los valores medios de la posicion x y del momento p para t > 0.

b) Compruebese que el resultado obtenido en el apartado anterior esta de acuerdo con el teorema
de Ehrenfest.

Solucion

(a) Los vectores |n) son estados estacionarios que tienen un valor bien definido de
la energia igual a E, = hw (n+ 3). El vector de estado [1(0)) es una superposicion
de dichos vectores. Por lo tanto, su evolucion temporal es:

_3iwt

(& 2 2 5iwt
t)) = L+ —e 2 |2),
B = )+ e
cuyo dual es el bra:
3iwt
e 2 2 Siwt
t)| = 1] + —=e 2 (2
(1) 7 (1] e (2|




Por otra parte, los operadores posicion x y momento P pueden escribirse en terminos
de los operadores escalera en la forma:

22w<a+aT>, P:i\/h?w((ﬂ—@.

Para obtener los valores medios de X y P, calculemos los elementos de matriz

(Y()|alb(t)) v (b(t)]a’|1b(t)). Tengamos para ello en cuenta que aln) = v/n |n — 1)
y que af|n) = v/n + 1|n + 1). Entonces:

X =

3iwt
e 2 2 _biwt
((t)|aly(t)) = N A (1]al2) .
Puesto que (1|a]2) = /2, obtenemos:
2vV2 .,
(Wlal(e) = e
De la misma forma:
+ 2 S5iwt 6731‘2“ +
(W()|a'(t)) = Wl (2|a’|1)
Simplificando, obtenemos:
2\/§ W
(W(t)|a"|y(t)) = 5 ¢ '
Entonces:
h h 227 . )
— T — iwt —jwt
(X) = \ 3o WO (a + a) WO = /5= = [ + e
Entonces el valor medio de z es:
4
X) = -/
(X) Vi coswt

De la misma manera el valor medio del momento es:

(P) = 1222 (o0)(af = a) e = iy 22 ot i)

que, una vez simplificado da:

4
(P) = ~F Vhmuw sen wt




(b) Comprobemos el teorema de Ehrenfest para la evolucion temporal de los valores
medios de X y P. Las ecuaciones a comprobar son:

d (X) 1 d(P) 7
— L = ——{[X H — L = —_{[P H]) .
En este caso el hamiltoniano es:
2 2
g me e
2m 2

y las coordenada y el momento satisfacen la relacion canonica de conmutacion

[X,P] = ih. Calculemos los conmutadores necesarios para verificar el teorema

de Ehrenfest. El primero de estos conmutadores es:
1 1 th

X, H = - [X.P) = S_2ihP =P = —%QX,HD:

(P)
m
Asi pues, la primera ecuacion que debemos comprobar es:

d(X) _ (P)

d  m

Calculemos el primer miembro a partir del valor esperado de X que hemos obtenido:

d(X) _4 (—w)sen wt = —é\/h—wsenwt
dt 5 Vmw 5V m 7

que ciertamente coincide con (P)/m. De forma similar:
1
[P, H| = émwQ [P, X?] = mw? [P, X]X = —ihmuw?X ,

y la ecuacion de Ehrenfest es:

que simplificando da:
d (P)
Cdt
Calculemos de nuevo el primer miembro derivando con respecto a tiempo el valor
esperado de P:

d{P 4 4 | h
<—> = ——Vhmww coswt = —mwQ[— — COSWt} )
5 mw

= —muw?*(X) (0.3)

5

que es igual a —mw? (X), tal como queriamos probar.



[3] Un oscilador armonico de frecuencia w se encuentra en el instante de tiempo ¢ = 0 en el
estado:

$(0)) = adl [a +1]|0)
donde a y a' son los operadores escalera del oscilador y |0) es el vector correspondiente al estado
fundamental. ;Cual es el vector de estado |1(t)) para un instante de tiempo ¢ > 07.

Solucion

Para obtener el vector de estado en ¢t > 0, observemos que:
a(a")’0) = v2al2) = 2]1), ad'|0) = al1) = ]0) .
Tengamos ahora en cuenta que el estado |n) evoluciona en el tiempo en la forma:
)~ e i Pty = ¢ )y

puesto que los autovalores de la energia del oscilador son F,, = hw (n + %) Asi
pues, el vector de estado [i)(t)) es:

_twt

() = e [2e7 1) + [0)] .

Este resultado tambien puede escribirse en la forma:

twt

() = e 2 ad [e*“"tcﬁ + 1] |0)

[4] El Hamiltoniano de un sistema viene dado por
to 41 ol
H=a a+§—|—77(a a'+aa),

donde || < 1/2 y a y a' son los operadores de aniquilacién y de creacién del oscilador arménico

y verifican la relaciéon de conmutacion
[a,a'] = 1.

Introdizcanse dos nuevos operadores, A y Af, tales que

[A, AT] = 1.
y
a=aA+BAT, o =aAl 4+ BA,

con a, 3 reales, de forma que H no tenga términos ATAT ni AA. Calcilense a partir de estos
operadores los autoestados y autovalores de H.




Solucion

Estudiemos en primer lugar las transformaciones de los operadores de creacion y
aniquilacion que preservan las relaciones de conmutacion. Para ello expresemos el
conmutador de los operadores originales a v a' en terminos del de los operadores
transformados A y A

[a,a'] = a®[A, AT + g*[AT, 4] = o - 5,

donde hemos impuesto que [A, AT] = —[AT, A] = 1. Dado que [a,al] = 1, esta
ecuacion es equivalente a la siguiente condicion de los coeficientes « y -

a? -2 =1.

Esta relacion puede resolverse si « y § son respectivamente un coseno y seno hiper-
bolico de una misma constante ~:

a = coshvy , [ = sinh~ .

Escribamos ahora los diferentes terminos que aparecen en el hamiltoniano H en

terminos de los nuevos operadores A y Af. Consideremos en primer lugar el producto
i

a' a:

ala = (@A’ + BA)(aA + BAT) = aB[(AT)? + A%] + a® ATA + B2 A AT,

Teniendo en cuenta que:
AAT = ATA+ [A)AT] =1 +ATA,
podemos escribir:
a'a = a,@[(AT)gjLAQ] + (P +B)ATA + 2.

De forma similar:

atal = (aAT + BA) (AT + BA) = o (AT 4 B2 A% + aB (AAT + AT A)
y usado de nuevo la relacion de conmutacion de A y A llegamos a:

alal = o® (A2 4+ B2A% + 208ATA + af .
Tomando el hermitico conjugado de este resultado, obtenemos:
aa = a?A? + 2 (AN + 208 AT A + af .

Con estos resultados podemos escribir la expresion del hamiltoniano en terminos de
los operadores A y Af:

H = (®+32+4naB) AT A + (aff + 77042+7]B2)[(AT)2—I—A2} + % + B2 + 2naf .

8



Para que se anulen en H los terminos AA y ATAT debemos de imponer la siguiente
condicion a los coeficientes o y :

af +n(@®+6%) =0.

Observemos que, teniendo en cuenta que a? — 3% = 1, podemos escribir el termino
constante en H como:

1 1
5+ 5%+ 2naf = §[a2+52+4na5] ,

y, en consecuencia, el hamiltoniano puede escribirse como:
1
H = <a2+62+477a6> (ATA n 5) ,

que es la forma habitual del hamiltoniano de un oscilador con operadores de creacion
y aniquilacion A y AT. La frecuencia de este oscilador es simplemente el coeficiente
de AT A + % en el hamiltoniano escrito mas arriba. Caculemos este coeficiente en
terminos de 1. Observemos, en primer lugar que:

sinh 2+
2 J

af} = coshvysinhy = o® + % = cosh?y + sinh?y = cosh 27 ,

donde hemos usado la parametrizacion de las soluciones de la condicion a?® — 32 =
1 en terminos de ~ y las formulas de las funciones hiperbolicas de angulo doble.
Substituyendo estos resultados en la condicion obtenida mas arriba para que los
terminos AA y ATAT se anulen, obtenemos el valor de v como funcion de 7:

tanh2y = —27¢.

Teniendo en cuenta este valor de tanh 2+, escribamos sinh 2 y cosh 2y en la forma:

2 1
sinh 2y = il cosh2y = ok

siendo C' una constante a determinar a partir de la condicion:

1 — 492
1 = cosh?2y — sinh22y = 02” — O =1_d.

Utilizando este valor de C, podemos escribir:

2n 1

N

sinh2y = —

y entonces:



Por lo tanto, el coeficiente de ATA en el hamiltoniano H es:

1 4n
24 B2 44 = — = /1 —4n?.
oAl V3i—dp 1 —dp? !

En definitiva, el hamiltoniano del sistema puede escribirse como:

H = /1—dp (AUH%)

Los autoestados de este hamiltoniano se otienen a partir del estado fundamental |0)
actuando con el operador Af:

n) = 10) Al0) =0,

y los niveles de energia FE, son:

1
En:\/1—4772(n+—> n =01,

2

[5] Escribanse los operadores X y P de un oscilador arménico unidimensional en la imagen
de Heisenberg. Obtengase una expresion de dichos operadores en funcion de los operadores de
creacion y aniquilacion del oscilador.

Solucion

Escribamos la relacion entre los operadores posicion y momento del oscilador en la
imagen de Heisenberg y los operadores escalera:

Xy(t) = % (aH(t)MTH(t)) , Pu(t) = z',/h”;“ (a},@) —aH(t)> ,

donde ag(t) y al;(t) se relacionan con los correspondientes operadores en la imagen
de Schrodinger en la forma:

St

ag(t) = e HtgenHt al,(t) = et

El operador H en esta ultima ecuacion es el operador hamiltoniano del oscilador, es
decir H = hw(a'a + %) Teniendo en cuenta que el termino constante en H igual

10




a hw/2 conmuta con a y, por tanto se cancela en la expresion de ay(t), podemos

escribir:

CLH(t) — eza awtae talawt )

Para calcular el segundo miembro de esta expresion usemos la formula de Baker-
Campbell-Haussdorf, valida para dos operadores arbitrarios A y B:

1
e"Be ™ = B +[A, B] +§[A,[A,B]] 4o
En nuestro caso los operadores A y B son:
A=idawt, B=a.

Los conmutadores iterados que necesitamos se calculan facilmente usando el conmu-
tador basico entre a y af, es decir [a,a] = 1. Asi:

[A,B] = iwtld'a, d = iwt[a', ala = —iwta,

[A,[A,B]] = [ia'awt, —iwta) = (wt)?[a'a, a] = —(wt)?a = (—iwt)?a .
Es facil demostrar que el n-esimo conmutador iterado da (—iwt)™a, de forma que

ap(t) es igual a:

1 1
ag(t) = a —iwta + 5(—iwt)2a +o b = (Cwt) e +
n!

que puede escribirse simplemente como:

ag(t) = e ™'a

Tomando hermitico conjugado de esta ecuacion obtenemos la expresion de al, (t):

al,(t) = e“tal

Es inmediato ahora obtener los operadores posicion y momento del oscilador en la
imagen de Heisenberg en terminos de los operadores creacion y aniquilacion:

h
2muw

h , ,
Pty = 11/ [t o]

Xu(t) = [e”'”ta + ei“taT]

11



[6] Consideremos los operadores matriz densidad siguientes:

zeC,

pr=[2){(z],  con

0 2n
o o —a2
P2 = E € [n)(n| .
n=0

donde |n) son los estados propios normalizados del oscilador arménico.
a) Calculese Tr p? y Tr p3. Comparese e interpretese los dos resultados obtenidos.

b) Muestrese que a|z) = z|z) si aln) = /njn — 1). Calculese (a),, y (a),,-

Solucion

Es inmediato apreciar que el operador densidad p; corresponde a un estado puro,
p? = p1 (ya que (z|z) = 1), mientras que esto no es asi para ps.

a) Calculemos las trazas de estos operadores densidad:

Trpl = Trpy =1,

y
2 - 2 — oo’ —2a2
T = Sl = 30 S e (alk) (klon) (i)
n=0 n,k,m=0 )
> a2k a2n ou? e a4n Con?
n,k=0 n=

Es inmediato que Trp3 < 1,
0 4in 0 2n 0 2m
2 (e ) 2 (6] [0 _9 2
= e (S0 (S0 ),
n=0 n=0 ' m=0 ’

por lo tanto, Trps < Trp?, tal como se espera de la comparacién entre un
estado mezcla y un estado puro.

b) Sialn) = v/nln —1),

| >— W G | =
alz e 2 Z an) =e
\/_




es decir, a|z) = z|z). El valor esperado (a),, resulta

o0 o0 [e.9]

(@)p = Tr(ap) =) (nlapi|n) =Y (nlalz)(zln) = =) _(nlz)(zIn)
n=0 n=0 n=0
= zz<z|n>(n|z> =z(z]z) =z .
n=0
Mientras que el valor esperado (a),, es
o o 2m
o o
(@)p = Tr(ape) =y (nlapsn) = e Y~ — (nlalm) (m|n)
n=0 n,m=0 ’
= Z Q—' (nlaln) =0,
n=0 n

ya que aln) ~ [n — 1), que es ortogonal a (n|.

[7] Considerese un oscilador armonico unidimensional con estado fundamental |0). Un estado
coherente |a), con « € C, se define como:

) = D(@)[0) ,

siendo D(«) el llamado operador desplazamiento, que se define en terminos de los operadores
escalera a vy a! como:
D(a) = exp [ad’ — a*d] .

a) Demuestrese que D(«) es unitario y que:

D'(a)aD(a) = a+a, Di(a)a' D(a) = a' +a*

b) Obtenganse los valores medios de los operadores H, X y P en el estado |«).

Solucion

a) Probemos en primer lugar que:

2 2
D(a) = e~ eaal gmata _ M pmatagaat
Para ello usaremos las identidades de Glauber:
GATB _ oA B —3[ABl _ B A 3IAB ’

13




que son validas cuando [A, [A, B]] = [B, [A4, B]] = 0. Apliquemos estas identidades

tomando A = Oé(l]L B = —a* a. Entonces A Bl =—aa* CL]L al = |« 2
Y Y
T * T * \a|2 * T 0“2
aa' —oa aa —Q lle— ) - a  oa 672 ,

que es lo que queriamos probar. Tomando el conjugado hermitico de esta ultima
ecuacion obtenemos:

Entonces:

—adl a*a —a* t —aal _aat
:eaaeaaeaaeaa :606(1 eoza :1‘

De forma similar

2
D(a)Di(a) = e 2 @ e 02 @ e = =

P g *a _aal b _qat
:eaaeaaeaaeaa :eaaeaa :1,

que completa la demostracion de la unitariedad de D(«). Observemos que esta
condicion puede escribirse como:

Calculemos ahora D'(a)a D(a). Para ello usemos la formula de Baker-Campbell-
Hausdorft:

1
eLAe_L = A+ [LuA] + E[LJ[IGA]] + o
con L =a*a — aa' y A= a. Puesto que:

[L, Al =[a"a — ad',d = —ald, d = o,

[L,[L,A]] = [0*a — ad',a] =0,
los demas conmutadores iterados son nulos. Por consiguiente:
D'(a)aD(a) = D(—a)aD(a) = eb Ae™ = A4+ [L, Al =a+a,

que es lo que queriamos demostrar. Observemos que la ecuacion Df(a)al D(a) =
a' + o* se obtiene tomando el hermitico conjugado de la ecuacion que acabamos de
demostrar.

14



b) Observemos en primer lugar que la condicion de normalizacion de los estados
coherentes se satisface como consecuencia de la unitariedad del operador de de-
splazamiento. En efecto, puesto que (| = (0] DT(a), se tiene

(ala) = (0| D'(a) D(@)]0) = (0]0) = 1.

Tambien se pueden utilizar las relaciones probadas en el apartado a) para probar
que el estado |a) es un autoestado del operador a con autovalor a:

ala) = ala)

En efecto, multiplicando por la izquierda por D(«) la primera de las relaciones del
apartado anterior, despues de utilizar la condicion de unitariedad de D(«), obten-
emos:

aD(a) = D(a)(a + «) .

Entonces
ale) = aD(a)|0) = D(a)(a + a) [0) = aD(a)]0) = ala) ,

tal como queriamos demostrar. Hagamos uso de estos resultados para calcular el
valor medio de la energia en el estado |«):

(H)o = (alH|o) = hwlal(a'a+ 3 )lo) = he [(ala' ala) + 3

Ahora bien, puesto que (a|al = (aa*, se tiene:
(ala’ala) = a”a(ala) = |af*,

y el valor medio de la energia buscado es:

(H)o = he [laf® + %]

Calculemos ahora el valor esperado de la posicion y el momento en el estado coher-
ente. Recordemos que X y P estan relacionados con los operadores escalera en la

forma:
h h
(a—I—aT>, P =i/ mw(aT—a),
2mw 2

Usando esta relacion el calculo se reduce al el del valor medio de los operadores a y
a’. Este ultimo se obtiene inmediatamente como consecuencia del hecho que |a) es
un autoestado de a. Se tiene:

X —

*

(o alay = a, (ad'|a) = «
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En efecto, podemos escribir:

(X)a = (alX]a) = /5o ({alala) + (a]al o)) =

(X = 2L Re(o

Porcdemos de forma similar para calcular el valor medio de P:

(P)a = (alPla) = /"7 ((afala) ~ (al afa)) = i/ 2% (a* ~a)

o0, equivalentemente:

y en definitiva obtenemos:

(P)o = V2hmwIm («)

[8] Una particula de masa m y carga electrica ¢ se mueve en una dimension bajo la accion de
una fuerza armonica y de un campo electrico constante £. El hamiltoniano del sistema es:
P? mw?
2m 2

X? —¢EX

a) Obtenganse los niveles de energia del sistema

b) Supongase que el sistema esta inicialmente en el estado fundamental del oscilador con campo
electrico nulo. j Cual es la probabilidad de encontrarlo en el estado fundamental del oscilador
con € # 07.

c) Si el oscilador esta en en instante ¢t = 0 en el estado fundamental del hamiltoniano con £ = 0,
., cual es la probabilidad de encontrarlo en ese mismo estado en un instante posterior ¢ > 07.

Solucion

a) Reescribamos H completando cuadrados en la coordenada X:

H:P_2+mw2<X2_2q5):
2m 2 mw?

:P_2+mw2<X_ q5>2_mw <q5>2
2m 2 m w? 2
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que puede ponerse como:

P2 mw? 2 q* &2
2m + 2 2mw?’
siendo:
q&
[ = 5
mw

Este hamiltoniano puede relacionarse con el del oscilador armonico con campo elec-
trico nulo por medio del operador de traslacion. En efecto, puesto que:

e ntP Xen? = X

esta claro que:

i i 252
H == e ' Hyen'? — g ,
2mw?
siendo Hj el operador:
P? mw?
Hy = — X2,
L T

Sean |n) los autoestados de Hy con autovalor E,, = hw(n + %)
Hy|n) = E,|n) .

Veamos que los autoestados de H son:
7) = e #'P|n) .

En efecto:

q252 i i i
<H + 2mw2> n) = e #'P Hyen'P e nlP|n) =

= ¢ P Hyln) = E,e"#'"|n) = B, ) .
Es decir:
q2 82

Hin) = (E"  2muw?

) i) = Eulm) .

siendo E‘n los niveles de energia de H:

. 1 q252
B bl }) -
hwn+2 2102

Por otra parte, si ¢, () = (x|n) son las funciones de onda del oscilador armonico sin

campo electrico, las funciones de onda ¢, (z) = (z|n) en presencia de & se obtienen
simplemente trasladando las ¢, (x) = (x|n):

Ya(a) = (z[f) = (z]e 5P |n) = (x —I[n)
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0, equivalentemente:

{pvn(x> = Yn(z = 1)

b) El estado inicial [¢/(0)) es:
[¥(0)) = 10) .

—~

Expresemoslo en terminos de los estados |n), que diagonalizan el hamiltoniano com-
pleto:

[$(0)) = [0) = > Culn)
siendo C, coeficientes complejos que se determinan mediante el producto escalar:
C, = (n|0) .

Puesto que: '
(@ = (n|ei'”

entonces:

C, = (n|er'?|0) .

Recordemos ahora que el operador momento P puede ponerse escribirse en terminos
de los operadores a y a' del oscilador con campo electrico nulo. En efecto:

P = _“/m;iw (a — aT).

eh 1P = [V ER )

Por lo tanto:

y por consiguiente:
Cp = (n] V=D |0)

Puesto que a|0) = 0, para calcular este elemento de matriz es conveniente escribir los
operadores de destruccion a en la expresion anterior a la izquierda de los operadores
at. Para ello utilizaremos la identidad de Glauber:

_1
eATB — A B 3 A

valida para dos operadores A y B tales que [[A, B], A] = [[A, B], B] = 0. En nuestro
caso tomaremos:

Como:




esta claro que [A, B] conmuta con A y con By, por lo tanto, podemos escribir:

i m w mw 12
e%lP — e_l 2h af el\/ 2h 6_m4wh .

Dado que e**|0) = |0), V a € C, podemos concluir que:

mwl?

C, = e "ir (n|e el |0) .

Para calcular este elemento de matriz desarrollemos la exponencial y usemos que el
p-esimo estado del oscilador |p) puede escribirse como:

Obtenemos:

VI o) = 30 (B gty o) = S L (e )

Teniendo ahora en cuenta que (n|p) = d,,, llegamos a:

N3

0 - G (75)

(ne”

9

y por lo tanto:

(=D mw PG mer?
Cn = " ( 2h ) e

En un instante de tiempo arbitrario ¢t > 0, el estado sera:

() = Y Coe i Pt ) .
n=0

La amplitud de probabilidad de encontrar el sistema en su verdadero estado funda-
mental |0) para t > 0 es:

(Ol()) = Coe it
La correspondiente probabilidad Py = P|0> oy €8 independiente del tiempo y viene
dada por:
~ 2
Py = [(0l(1)]” = |Co|* .
Teniendo en cuenta la expresion de Cy obtenida mas arriba, este resultado puede
escribirse como:

PO = efmzwﬁl2 = 6_% (77352)
Es decir, finalmente:
2 02
qgE
Py =¢e [— }
0 P 2m hw3




c¢) La amplitud de probabilidad pedida es:

(0] (t) Z C, e 1 Bnt (0f7)

Ahora bien:
(O[n) = (n[0)" = C;, .
Por lo tanto:

(0] () Zw e Bn

Para calcular la suma de esta serie tengamos en cuenta que:

_iE o 1 w22 1 mw12 n _M
e nbnt — ¢ “"(”ﬂ)t“ o b |Cn|2 = m( 2h ) e z2h.
Entonces:
e 2
<O|¢( )> == te mzhl t - 2& Z l' (mwl > —itnwt _
nl

donde hemos utilizado el desarrollo en serie de Taylor de la funcion exponencial para
efectuar la suma. La correspondiente probabilidad es:

mwl

2 12 . .
_ ’(O|¢(t>>|2 — %5 exp [mw (6_zwt+ezwt)} _

2h
_ 6_%#2 6%12 cos wt
Teniendo en cuenta que coswt — 1 = —2 sen2%t, obtenemos:
2mwl®  Lwt
P =exp| — sen” —
h 2

Escribamos este resultado en terminos del campo electrico € y de la carga q. Puesto
que

2mwl® 2mw< q€& )2 2828
h - h N

m w? mhwd’

se tiene finalmente que:




[9] Encuentrense los niveles de energia de una particula cargada de masa m y carga q moviendose

bajo la accion de campos electrico y magnetico constante E =& y B = BE.

Solucion
El campo electrico E se puede representar por medio del potenc1a1 escalar ¢ =
€z (es inmediato comprobar que E = —qu) Representemos B por medio del
siguiente potencial vector A:
A= Bzj = (0,Bz,0) .
Comprobemos que B=VxA
i ]k
5 _ o o o _ L nL
0 Bz 0
El hamiltoniano de la particula es
1 /5 N2 P?2 4+ pP? 1 BX
Ho (oA gex 2 BEEL L (p aBXY e
2m c 2m 2m c
. Teniendo en

Tratemos de completar cuadrados en X en los dos ultimos terminos
cuenta que [P, X] = 0, podemos escribir
B P,
q_y> X .
mec

B X\2 2 2 g2
Z2) —gex = S L2 X (g
2m 2m c2?

2m

Escribamos ahora:

QBQ BP 2 B2
T 2 —(q5+q )X_q [(X—XO)Q—Xg],
mec 2m c2

2m c?
Siendo X, un operador a determinar. Para hacerlo, igualemos los terminos lineales

en X de esta ultima expresion. Obtenemos
q2 B2

BP,
e+ x = L0 x, .
mc mc

Entonces. en terminos de la frecuencia de Larmor
qB
w=—,
me
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el operador X toma la forma:

Y

e

y el hamiltoniano es:
P2+ P}+P? 1
H=-*—2*%_=4

- 5 me? [(X X2 - Xg} .

Para diagonalizar H hagamos el siguiente ansatz para la funcion de onda:
U(w,y,2) = p(z)etvyelt
Sobre estas funciones los operadores P, y P, actuan diagonalmente:
Pyi(z,y,2) = hkyd(z,y, 2) Poip(x,y,2) = Dk y(x,y,2) .

Entonces, claramente se verifica:

XO ¢($, Y, Z) = Zo w(l‘a Y, 2) 5
siendo x( la constante:

1
mw?

qhk,

mc

Ty = [qE + B} .
La ecuacion de Schrodinger H ¢ = FE 1 se convierte entonces en la siguiente ecua-

cion diferencial ordinaria para ¢(z):

—— =+ —mw? (z — 20)® — Zmw’a) + = = Fy(x),

1 R? k2 + W2 k2
Pug + —o— | ¢(2)
que es la ecuacion de Schrodinger para un oscilador unidimensional con un minimo

de potencial en x = xy y cuya energia esta desplazada por una constante. Por lo
tanto, los niveles de energia son:

1 202 R2E2+RPE?
hw<n+—> _ Y % + Y z

Enbe = 2 P om ’

n=0,1,2-, ky, k. € R.

Teniendo en cuenta ahora lo que valen zy y w podemos escribir:

2 1.2
_mwzx% h* ks, _ 1 (q5—|—
2 2m 2mw?

Asi pues, los niveles de energia son:

chk,&

mc

En:kyykz -

hqB( +1) _ mc? E? B chk, & +h2k53
"o 2 B2 B om

mc

22



siendo n un entero no negativo y k, y k. dos numeros reales.

[10] Sean a y a' los operadores de aniquilacion y creacion de un oscilador armonico unidimen-
sonal. Considerese un sistema cuyo hamiltoniano es:

H = hw(aTa + %) + hw)\(aT)2a2,

siendo w y A constantes. Obtenganse los niveles de energia del sistema.

Solucion
Reescribamos el termino cuartico de H en la forma:
(aT)2a2 = da'a'aa = d'([a',d] + aad)a = (aTa)2 —a'a,
de forma que el hamiltoniano puede ponerse en la forma:
H = hw(aTa—l— %) + hw) [(CLTG)Q —a'dl .
Teniendo en cuenta ahora que:
a'aln) = nin), (n=0,1,---),
el hamiltoniano es diagonal en la base de los estados {|n)}:
Hln) = hw(n—l—%—k)\nQ—)\n) Iny = E,|n) ,

donde E, son los niveles de energia pedidos:

1
En = hw(An® + (1= Nn + 5) (n=0,1,---).
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[11] Un oscilador armonico tiene frecuencia w. En el instante ¢ = 0 se prepara el estado

[(t = 0) = % (10) + 1) .

donde |0) y |1) son los dos primeros autoestados del hamiltoniano del oscilador. Calculese para
cualquier instante ¢ > 0:

a) El valor medio de la posicion < X >
b) El valor medio del momento < P >
c¢) El valor medio < X P >

Solucion

Los estados |0) y |1) son autoestados de la energia con autovalores Ey = % y

E, = %T“ respectivamente. Por lo tanto cambian en el tiempo de la manera siguiente:

iwt 4 _ 3iwt

0) — e #t0) =5 |0) 1) — e n Pl =75 |1) .

En consecuencia, el vector de estado del sistema en un instante t > 0 es:

@_mTt .
t)) = (0 +e ™1 )
|4 (1)) 7 0) 1)
a) El operador posicion es:
0% 1 (a+ T) mw
= —(a+a o=\ .
20 ’ 2h

A partir de las formulas generales:
aln) = vVnln—1), atln) = Vn+1jn+1),
obtenemos:
alo) =0, all) =10), a'fo)=11), d'1)=V2]2).

Utilicemos estas formulas para calcular (]alt):

wlal) = 5 [(001+e=41]) (al0) + e aln)) = Jer.

Ademas:
1

(Wlalp) = (Wlaly)” = S
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Por lo tanto: ]
W) (a+a)y) = 3 (e + ") = coswt .

Se sigue que el valor esperado de X es:

cos wt

(X) = —

Teniendo en cuenta el valor de la constante «, podemos escribir:

h
(X) = coswt
2muw
b) El operador momento es:
1 1
P=—(al—a , =
20 ( ) P 2mhw
Entonces: 1
Wl(at —a)ly) = 5( wt — _iwt) = i1senwt ,
y el valor medio del momento es:
' t
(P) = QLisenwt = _se;ﬁw

Substituyendo el valor esperado de la constante (3, obtenemos:

I
(P) = —4/ m2w sen wt

c¢) En terminos de los operadores de creacion y aniquilacion, el operador X P es:

ata")(a'—a) = ﬁ(aa*—aa—l—aTaT—aTa) = ﬁ([a,cﬂ]—az—l—(cﬂ)?) .

l

donde « y 3 son las constante definidas mas arriba. Teniendo en cuenta que [a, a] =
1, obtenemos

l

XP = —
4af3

(1 —a®+ (aT)Q)

Para calcular el valor medio de X P en el estado |¢)) debemos de obtener los valores
medios de a® y de (a)?. Puesto que a|y)) o< |0), se tiene:

@[9) = a(aly)) o< al0) = 0.

Entonces:

(¥la®|y) = 0.

25



Por otra parte:
W (@) ) = (¥]a®[v)" =

Se sigue entonces que:

WIXPI) = 75 (0l) = 75 -

Teniendo en cuenta que a3 = (2h)~!, obtenemos el resultado buscado:

xpy =

Observemos que (X P) no es real porque el operador X P no es hermitico ( (X P) =
PX # XP).

[12] Un oscilador armonico unidimensional de masa m y frecuencia w se encuentra en un estado
|1)) que es una superposicion de su estado fundamental |0) y de su primer estado excitado |1).
Dicho estado |1)) es tal que en el instante ¢ = 0 el valor medio del operador posicion X es el mas
grande posible de entre todas las superposiciones de los estados |0) y |1).

a) Determinese el estado del sistema en ¢ = 0.

b) Obtengase el valor medio (X) y la dispersion AX para t > 0.

Solucion

a) Pongamos
[¥(0)) = a0) + B[1)

siendo v y 8 dos constante complejas tales que:
ol + 6" =1

Calculemos ( = (¢(0)|X|¥(0)) con:

X = (a+a), aln) = vnin—1) , a'ln) = Vn+1|n+1).

Con este objetivo, obtengamos primero el resultado de aplicar el operador X al
estado [1(0)):

X)) = 1/ g [a(a+ah)]o) +Bla+adln)] = /5 [alt) +5/0) + V25 [2)
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Teniendo en cuenta que (¢(0)| = (0|a* + (1|5*, obtenemos:

()0 = (WOIXI9(0)) = \/ 32— a5 + 5]

Escribamos los numeros complejos a y [ en terminos de sus modulos y fases:

o = la] e B = I8¢ .
Entonces:
QB+ Bra = |af|p|[eNx) 4 fXex0)] = 2a|B] cos(xa — X8)

y el valor esperado de X en t = 0 es:

(X)o = V2 ol cosoxe — x5) -

Esta claro que (X), se maximiza si y, = X3. En ese caso la fase es global y, sin
perdida de generalidad, podemos poner x, = X3 = 0. Teniendo en cuenta que

IB] = v/1 — |a|?, podemos escribir:
2h
X)), = 1—|af?.
(X = o] VT ol

Maximizemos esta expresion con respecto a |a|. Para ello calculemos la derivada:

e el VI=ToP] = V=P + foj e, — o2l
d|al 1/ |2 1—|al? ’

que se anula para |a|? = % Asi pues:

b) El operador de evolucion temporal es:

U(t) — e -+ Ht _ efiw(afa+%)t.

Entonces: _ .
U(t) |0y = e 2"0) Ut)[1)y = e 2 1),
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y si definimos

1 iw t 1 3;w t

at) = —=e 27, plt) = e 27,

podemos escribir el estado del sistema en el instante £ > 0 como:

(1)) = a(®)[0) + BO)|1)

Entonces, el valor esperado de X en el instante £ > 0 es:

h * *
(Xhwo = WOIX(E) =\ 50— [a" (D)) + B (Da(t)] =
= —h |:lezg)t€_3;wt —|— le_glt€3i2wti| s
2mw L2 2
que, despues de simplificar se convierte en:
h
(X)pw) = T cos wt

Calculemos ahora X?[1(t)). En primer lugar observemos que, siguiendo los mismos
pasos que en el calculo efectuado para el instante ¢t = 0, se llega a:

X(0)) = 4 5 [a®1) + 5010} +v25(1) 12)]

Actuando otra vez mas con el operador posicion obtenemos:

X2Ni(t)) = o [afa+ah)1) + Bla+a)i0) + VEB(a+ah2)] =

 2muw
— % [5|1> + al0) + V2al2) + 26[1) + \/55|3>] :

Teniendo en cuenta que (¢(t)| = (0]a* + (1]5*, obtenemos:

h 14+1+2
2muw 2 ’

(WO X?[(t) =

[ + B B+25*6] =

2muw

que, simplificando, da:

X2 = —
(X u) -

La dispersion pedida es pues:

h cos?(wt)
AXyq) = \/<X2>w<t> — (X% = \/M \/1 D)
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[13] El hamiltoniano de un sistema es:
tg 4 t o2 gt
H:hw(aa+§)+hAaa& ,
siendo w y A dos constantes reales no negativas y a y a' dos operadores escalera que satisfacen
[a,al] = 1.

a) Obtenganse los niveles de energia exactos del sistema.

b) En el instante inicial ¢ = 0 el sistema se encuentra en la siguiente superposicion de su estado
fundamental |0) y su primer estado excitado |1):

() = —= (10 ~iIb) .

Obtengase el estado |1)(t)) del sistema en el instante de tiempo ¢t > 0.

c¢) Calculese la probabilidad de encontrar el sistema en ¢ > 0 en el mismo estado en el que se
encontraba en ¢ = 0.

Solucion

a) Observemos, en primer lugar que:
a'a?a’ = a'a(faa'] +a'a) = a'a + (a'a)? .

Por lo tanto podemos escribir H como:

H = hw(a'a + %) + hA(aTa + (aTa)2> :

es decir, H puede ponerse en terminos del operador numero afa:

h
H = TM + h(w+A)d'a + hA(ala)? .
En consecuencia, si [n) son los estados tales que a'a |n) = n|n), paran =0,1,---,
tenemos: B
Hin) = (7‘*’ +h(w+A)n + hmﬁ) — E,|n) ,

es decir los estados |n) son autoestados de la energia y los correspondientes auto-
valores son los niveles de energia que estamos buscando:

E, = h(An2 + (w+A)n + %) :
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b) Obsevervemos que:

g
|0) — estado fundamental = E, = % ,

3
|1) — primer estado excitado = FE; =h (% + 2A> :

Entonces, dado que [1(0)) = \/LE (|0> - i|1)>, tenemos:

() = —5 (¢ F50) — e kB = — (e 10) —ie (5 ) )

que puede escribirse como:
ezt

[¥(t) = NG

¢) Tenemos que calcular (¢(0)[¢(¢)). Teniendo en cuenta que:

<|0> _ iefi(w+2A)t|1>) _

o) = == (101 +i41l)

obtenemos:

WO0)[(t) =
La probabilidad buscada es:

P(t) = [ e)| = (14 eern) (14 traar)

e’i%(l 4 efi(erQA)t) '

DO | —

1 . ’ 1
= 3 (1 1 4 e Hwr2a) | ez(w+2A)t> =3 (1 + cos [(w + 2A)t]> .

Teniendo en cuenta que 1 + cosz = 2 cos?(x/2), obtenemos finalmente:

P(t) = cos® [(g + A)t] .

[14] Sean a y a' los operadores escalera de un oscilador armonico unidimensional y A una
constante compleja. Calculense los siguientes productos:

a) eMaalae™

b) eal g2 (cﬂ)ze)‘“T
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Solucion

a) Claramente e*ae™* = a. Apliquemos la formula de Baker-Campbell-Haussdorf
para calcular e*afe=:
2
eMate™ = a' + Na,al] + o [a, [a,a']] + ---
Dado que [a,af] = 1, solo los dos primeros terminos de esta serie son no nulos y

entonces:
Mate™ = af + .

De lo anterior se sigue que, para cualquier funcion f de a y a' se verifica que:
e fla,aNe™ = fla,a® +N) .
Entonces, en particular:
eMaatae™ = ala'+Na.

b) Procedamos como en el apartado anterior. Tenemos, en primer lugar que
ot t
e gfer = of . Ademas:

_af T
e Aa aeA“

=a— MNa'a + = [a,[a",a]] + - =a+ ).

20
Para una funcion arbitraria de a y a' se verifica que:
e_)“ﬁf(a,(JLT)e’\“T = fla+ /\,aT) )

Entonces:
e g2 (CLT)26)‘“T = (a+\)? (aT)2 .
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